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vii. Dérivée première : On a successivement :

f ′(x) =

[
x3

x2 − 1

]′
=

3x2(x2 − 1)− x3(2x)

(x2 − 1)2

=
x2
(
3x2 − 3− 2x2

)
(x2 − 1)2

=
x2
(
x2 − 3

)
(x2 − 1)2

Le tableau de signe de la dérivée première est détaillé ci-dessous (on se contente
de construire la partie du tableau correspondant à x ≥ 0).

x 0 1
√
3

x2 0 + + +
(x2 − 3) - - 0 +
(x2 − 1)2 + 0 + +
f ′(x) 0 - @ - 0 +

TH ↘ ↘ m ↗

(0, 0)

(
√
3,

3
√
3

2

)
Comme la fonction est impaire, le tableau de signe de la dérivée première est
symétrique par rapport à x = 0 (mêmes signes de part et d’autre de x = 0).

Ce tableau est le tableau de variation de la fonction f(x).

viii. Dérivée seconde : Lorsque que l’on redérive la fonction obtenue au point 8(e)vii,
on obtient :

f ′′(x) =
2x(x2 + 3)

(x2 − 1)3

Le tableau de signe de la dérivée seconde est :

x 0 1
x 0 + +

(x2 − 1)3 - 0 +
f ′′(x) PI - @ +

(0, 0) ∩ ∪

Comme la fonction est impaire, le tableau de signe de la dérivée seconde est sy-
métrique par rapport à x = 0 (signes opposés de part et d’autre de x = 0).

ix. Tableau récapitulatif :
Le tableau récapitulatif du comportement de la fonction est présenté ci-dessous.

x 0 1
√
3

f ′(x) 0 - @ - 0 +
f ′′(x) 0 - @ + +
f(x) TH / PI ↘ @ ↘ m ↗

(0, 0) ∩ ∪ ∪
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(e) Etude de fonction complète :f(x) =
x2

x+ 1
− |x|

i. Domaine :
CE : x+ 1 ̸= 0 ⇔ x ̸= −1. Le domaine est donc R\ {−1}

ii. Zéros : f(x) = 0 ⇔ x2

x+ 1
− |x| = 0 Il faut résoudre une équation aux valeurs

absolues. En décomposant la fonction en deux parties, on a :

f(x) =


x2 + x(x+ 1)

x+ 1
si x < 0

x2 − x(x+ 1)

x+ 1
si x ≥ 0

ou

f(x) =


2x2 + x

x+ 1
si x < 0

−x

x+ 1
si x ≥ 0

Les solutions de l'équation f(x) = 0 sont donc x = −1

2
et x = 0.

iii. Intersection avec l'axe 0y : f(0) = 0.

iv. Parité : Vu le domaine et les zéros, la fonction n'est ni paire ni impaire.

v. Signe : If faut étudier séparément le signe des deux "sous-fonctions". Le signe est
résumé dans le tableau de signe suivant dans le cas où x < 0 :

x -1 −1

2
2x2 + x + + 0 -
x+ 1 - 0 + +
f(x) - ∄ + 0 -

Remarquons que si x ≥ 0, la fonction est toujours négative.

vi. Asymptotes

A. Asymptote verticale : On a lim
x→−1

f(x) =
1

0
= ±∞. Il y a donc une AV ≡ x =

−1. De plus, le tableau de signe de f(x) permet de trouver lim
x→−1−

f(x) = −∞

lim
x→−1+

f(x) = +−∞

B. Asymptote horizontale : En se basant sur la décomposition de la fonction en
"sous-fonctions", on peut calculer :

f(x) =

 lim
x→−∞

2x2 + x

x+ 1
= −∞ si x < 0

lim
x→+∞

−x

x+ 1
= −1 si x ≥ 0

On a donc une AHd ≡ y = −1

C. Asymptote oblique : Vu la présence de l'AH en +∞, on ne doit calculer une

éventuelle AO qu'en −∞. La division euclidienne de
2x2 + x

x+ 1
donne 2x − 1 +

1

x+ 1
. L'explication donnée dans le cadre de la fonction n◦1 permet de conclure

que AOg ≡ y = 2x− 1.

vii. Dérivée première : On a successivement :

f ′(x) =


[
2x2 + x

x+ 1

]′
si x < 0[

−x

x+ 1

]′
si x ≥ 0


































































